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7Nell’ambito dello studio dei mercati finanziari, l’analisi di prezzi e rendi-
menti e delle loro determinanti rappresenta indubbiamente l’argomento più
rilevante. La teoria economica ha dedicato molta attenzione a questo tema:
nella terminologia inglese si parla spesso di "Asset Pricing Theory".1 Tale
filone di ricerca ha elaborato alcuni modelli che, nell’ambito di determinate
ipotesi circa il comportamento degli investitori e la struttura dei mercati,2 for-
niscono strumenti importanti per l’analisi economica e statistica dei processi
di formazione di prezzi e rendimenti nei mercati finanziari.
Il modello media-varianza (Markowitz), il modello CAPM, i modelli di
scelta intertemporale consumo-risparmio, il modello C-CAPM e il modello
APT, consentono infatti la definizione di equazioni dei prezzi/rendimenti
facilmente interpretabili e la costruzione di modelli econometrici piuttosto
semplici. Come vedremo, si tratta di modelli fortemente vincolati all’informazione
"a priori" fornita dalla teoria economica.
1Sono ampiamente usate anche le espressioni Economia Finanziaria (Financial Eco-
nomics) o Teoria della Finanza (Finance).
2I risultati sono ottenuti adottando, in particolare, le ipotesi di assenza di opportunità
di arbitraggio, assenza di costi di transazione e omogeneità delle preferenze individuali (si
suppone l’esistenza di un "unico" agente economico "rappresentativo").
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Chapter 1
Il Modello Media-Varianza e il
CAPM
1.1 Il modello di Markowitz (modello M-V)
Vedremo una versione molto semplificata del modello di Markowitz. Sup-
poniamo che gli investitori preferiscano un rendimento atteso più elevato ad
uno più basso e che essi siano avversi al rischio; misuriamo tale rischio con
la varianza di portafoglio. Abbiamo due sole attività, entrambe rischiose.
L’investitore sceglie la proporzione della sua ricchezza da investire in ognuna
delle attività al fine di minimizzare il rischio di portafoglio.1 L’investitore
dovrebbe allocare tutta la sua ricchezza o nell’attività 1 o nell’attività 2 e
di conseguenza incorrere nel rischio σ1 o σ2, oppure dovrebbe investire parte
della sua ricchezza in ognuna delle due attività? E in tale caso, quanta parte
della sua ricchezza dovrebbe investire in ciascuna delle due attività?
1.1.1 La frontiera efficiente (solo titoli rischiosi)
Se costruiamo l’insieme dei portafogli che possono essere formati a partire
dalle attività rischiose 1 e 2 (cosiddetti portafogli disponibili), e applichi-
amo a questo insieme il criterio Media-Varianza (M-V), troviamo che alcuni
portafogli risultano dominanti ed altri dominati. I portafogli dominanti in
base al criterio M-V vengono definiti portafogli efficienti. Si tratta di quei
1Per il momento supponiamo che non sia possibile dare o prendere a prestito o investire
in un’attività priva di rischio.
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portafogli che hanno un rendimento atteso più elevato rispetto a tutti gli altri
portafogli che hanno la stessa varianza e, contemporaneamente, una varianza
più bassa rispetto a tutti gli altri portafogli che hanno lo stesso rendimento
atteso. Analiticamente è però più semplice lavorare soltanto sulla seconda
condizione, ossia determinare il sottoinsieme di quei portafogli che hanno var-
ianza minore a parità di rendimento atteso: questi vengono detti portafogli
di varianza minima. Il sottoinsieme dei portafogli con varianza minima è
più ampio di quello dei portafogli efficienti. Un portafoglio efficiente ha una
varianza minore di tutti gli altri portafogli che hanno lo stesso rendimento at-
teso, ma non è necessariamente vero il contrario: un portafoglio con varianza
minima potrebbe non essere efficiente.
Si veda il grafico riportato in Figura 1. Notiamo che l’intera curva MM’
rappresenta la frontiera dei portafogli di minima varianza: per ogni dato liv-
ello del rendimento atteso, su MM’ troviamo il portafoglio che ha uno scarto
quadratico medio (sqm) minimo. La parte AM’ della curva, il tratto cres-
cente di MM’, è la frontiera dei portafogli efficienti. Per renderci conto della
differenza tra i portafogli efficienti e quelli a varianza minima, prendiamo in
considerazione ad esempio i due portafogli indicati dai punti B e C. Entrambi
i punti sono caratterizzati dalla stesa varianza (dallo stesso sqm σ), ma il
portafoglio C ha un rendimento atteso maggiore (µC) rispetto al portafoglio
B (il cui rendimento è µB). Quindi il portafoglio B è un portafoglio a vari-
anza minima ma non è efficiente, mentre invece il portafoglio C è a varianza
minima ma anche efficiente.
Analizziamo quanto appena detto in termini analitici. Supponiamo che
l’agente economico decida di detenere una proporzione α1 della sua ricchezza
nel titolo 1 e una proporzione α2 = 1− α1 della sua ricchezza nel titolo 2. Il
rendimento effettivo di tale portafoglio P (che non sarà noto fino al periodo
successivo) è:
rp = α1r1 + α2r2
Il rendimento atteso del portafoglio sarà:
E(rp) = α1E(r1) + α2E(r2) = α1µ1 + α2µ2
La varianza del portafoglio è data da
σ2p = E [rp −E(rp)]
2 = α21σ
2
1 + α
2
2σ
2
2 + 2α1α2ρσ1σ2 (1.1)
Stiamo assumendo che l’investitore non conosca il rendimento atteso quando
sceglie αi. Al fine di minimizzare il rischio (la varianza) di portafoglio σ2p
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possiamo sostituire α2 = 1 − α1 nell’espressione (1.1) e derivare rispetto
all’incognita α1:
∂σ2p
∂α1
= 2α1σ21 − 2(1− α1)σ22 + 2(1− 2α1)ρσ1σ2 = 0
Risolvendo tale espressione per α1 abbiamo
α1 = (σ22 − ρσ1σ2)/(σ21 + σ22 − 2ρσ1σ2) = (σ22 − σ12)/(σ21 + σ22 − 2σ12)
dove σ12 = Cov(r1, r2). E’ immediato notare che la varianza del portafoglio
sarebbe minima quando ρ = −1 e massima quando ρ = +1 (assumendo che
gli αi siano entrambi positivi).
Possiamo considerare un esempio che rende bene l’idea. Supponiamo che
σ21 = (0.4)
2, σ22 = (0.5)
2, ρ = 0.25 (correlazione positiva). Con tali dati, il
valore di α1 per la varianza minima è
α1 =
20
31
;
se sostituiamo questo valore nella 1.1 otteniamo σ2p = 12.1%, che è minore
della varianza che si sarebbe avuta se tutta la ricchezza fosse stata investita
nell’attività 1 (σ21 = 16%) o nell’attività 2 (σ
2
2 = 25%). Notiamo inoltre
che, in generale, il portafoglio a varianza minima ha un rendimento atteso
positivo, in questo caso pari a E(rp) = (20/31)E(r1) + (11/31)E(r2), anche
se αi è stato scelto indipendentemente dal rendimento atteso desiderato.
Per il caso speciale in cui ρ = −1, procedendo come sopra otteniamo α1 =
5/9, e sostituendo tale valore nella 1.1 abbiamo σ2p = 0. E’ quindi evidente
che tutto il rischio può essere diversificato quando i rendimenti delle due
attività sono perfettamente correlati negativamente. Ciò che ne segue è che
investire in una singola attività può essere altamente rischioso; se però tale
attività ha una covarianza negativa con quelle già detenute nel portafoglio,
allora gli investitori vorranno aggiungerla perfino se il suo rendimento atteso
è relativamente basso dato che essa tende a ridurre il rischio complessivo del
portafoglio σ2p.
Consideriamo ora il caso con n attività. In quale modo l’investitore calcola
i valori di αi che costituiscono la frontiera efficiente? L’investitore fronteggia
un insieme noto di n rendimenti attesi e varianze e n(n − 1)/2 covarianze
σij. Avremo le seguenti formule per il rendimento atteso e la varianza del
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portafoglio:
µp =
nX
i=1
αiµi
σ2p =
nX
i=1
α2iσ
2
i +
nX
i=1
nX
j=1
i6=j
αiαjρijσiσj.
Assumiamo che l’investitore voglia scegliere la proporzione da investire in
ciascuna attività αi ma debba tener conto del rendimento atteso e della
varianza. La frontiera efficiente mostra tutte le combinazioni (µp, σp) che
minimizzano il rischio di portafoglio σp per un dato livello del rendimento
atteso di portafoglio µp. Il vincolo di bilancio dell’investitore è
P
αi = 1,
ossia tutta la sua ricchezza deve essere investita in un insieme di attività
rischiose.
E’ opportuno notare che la soluzione generale al problema di cui sopra
potrebbe dar luogo sia ad αi positivi che negativi. Un valore positivo significa
che i titoli sono stati acquistati (posizione lunga). Un valore negativo di
αi indica invece che i titoli sono detenuti allo scoperto (posizione corta),
cioè che titoli posseduti da qualcun altro (ad esempio un broker) sono presi
in prestito dall’investitore e sono venduti sul mercato. Perciò l’investitore
ha una proporzione negativa investita in questi titoli (in un certo momento
futuro i titoli devono essere restituiti al broker; egli usa i proventi derivanti
da queste vendite allo scoperto per aumentare l’investimento in altri titoli).
1.1.2 Due titoli rischiosi e un titolo riskfree
Torniamo ora al caso con due soli titoli rischiosi, ma supponiamo che accanto
a tali titoli ve ne sia un terzo che offre un rendimento riskfree rf . In tal caso,
il rendimento atteso di un portafoglio è
µp = αfrf + α1µ1 + α2µ2 = rf + α1(µ1 − rf) + α2(µ2 − rf)
dato che αf + α1 + α2 = 1.2 L’equazione della varianza rimane invece in-
alterata perchè la varianza del titolo riskfree è ovviamente nulla. Anche in
questo caso siamo alla ricerca di quei portafogli che presentano una varianza
minima a parità di rendimento atteso. Risolvendo il relativo problema di
2E, come sopra, µi = E(ri)
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minimo vincolato, perveniamo al risultato "classico" mostrato nella Figura
2: la frontiera dei portafogli con varianza minima è costituita da due rette
(rfE e rfT ) che hanno una comune intercetta pari a rf .
Il risultato importante di tale rappresentazione è che è possibile rapp-
resentare qualsiasi portafoglio che si trova sulla frontiera TrfE come una
combinazione lineare del portafoglio di tangenza T e del titolo privo di ris-
chio. Consideriamo in particolare il tratto positivamente inclinato rfT . Se
indichiamo un generico portafoglio di questa frontiera con P , esso avrà rendi-
mento atteso e varianza pari a
µp = αfrf + (1− αf)µT
σ2p = (1− αf)2σ2T
Dalla seconda equazione, quelle della varianza, segue che
σp = (1− αf)σT ⇒ αf = 1−
σp
σT
,
e sostituendo tale espressione nell’equazione per il rendimento atteso otteni-
amo
µp = rf +
σp
σT
(µT − rf),
o anche
µp = rf +
µT − rf
σT
σp.
Tale espressione ci dice che il rendimento atteso di un generico portafoglio P
dipende dal tasso riskfree, da un prezzo di mercato del rischio del portafoglio
di tangenza dato da (µT − rf)/σT e dallo scarto quadratico medio σp. Ci
stiamo piano piano avvicinando al CAPM.
1.2 Il CAPM (Capital Asset Pricing Model)
Prendendo come punto di riferimento le caratteristiche di base del modello M-
V, possiamo introdurre il modello CAPM, ampiamente diffuso nella pratica
dei mercati finanziari.
Il CAPM si basa su due gruppi di ipotesi. Si assume innanzitutto di
operare nell’ambito di un mercato perfettamente concorrenziale (assenza di
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restrizioni sulle vendite allo scoperto, perfetta divisibilità delle attività fi-
nanziarie scambiate, assenza di costi di transazione, informazioni libera-
mente disponibili e assenza di imposizione fiscale. In secondo luogo si as-
sume che le distribuzioni di probabilità dei rendimenti siano normali, che
gli investitori conoscano il vettore dei rendimenti e la relativa matrice delle
varianze/covarianze, che siano avversi al rischio e prendano le loro decisioni
finanziarie con l’obiettivo di massimizzare le proprie preferenze (rappresen-
tate da una funzione di utilità). Infine, si assume che le aspettative siano
omogenee, ossia le stesse per ogni investitore (in relazione a rendimenti attesi
e rischiosità dei titoli). Le differenze nella composizione dei portafogli dipen-
deranno quindi solo dalle differenze individuali nell’avversione al rischio.
L’ipotesi di aspettative omogenee riveste un ruolo cruciale nell’ambito di
tale modello: infatti tale ipotesi, insieme alla possibilità per tutti gli operatori
di investire ed indebitarsi al tasso privo di rischio rf , porta alla conclusione
che tutti gli investitori possiedono lo stesso portafoglio m di attività ris-
chiose e che tale portafoglio è il cosiddetto portafoglio di mercato. Indicando
con ri il rendimento dell’i-esima attività rischiosa e con rm il rendimento del
portafoglio di mercato, possiamo definire, per ogni attività i, il parametro
βi:
βi =
Cov(ri, rm)
V ar(rm)
(1.2)
che misura il rischio non eliminabile mediante diversificazione. Tale para-
metro svolge un ruolo cruciale nell’ambito del CAPM e prende anche il nome
di "Beta del CAPM" o "Beta di mercato". E’ possibile dimostrare (ma in
questa sede non lo faremo)3 che si ha una situazione di equilibrio (uguaglianza
tra domanda e offerta) quando per ogni attività finanziaria i vale la seguente
relazione lineare tra il rischio non diversificabile (βi) e il rendimento atteso
(E(ri)) dell’i-esima attività:
E(ri) = rf + βi[E (rm)− rf ], i = 1, ..., N (1.3)
dove rf indica il rendimento del titolo privo di rischio.
Possiamo riscrivere la (1.3) nel seguente modo:
E(ri)− rf = βi[E (rm)− rf ], i = 1, ..., N
3Si veda ad esempio Saltari (1997), Introduzione all’economia finanziaria, Carocci;
oppure Beltratti (2000), I mercati finanziari, Carocci.
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In questo modo è possibile notare che il CAPM determina il premio per il
rischio dell’attività i-esima (E(ri)−rf) in funzione del premio per il rischio del
portafoglio di mercato. Si tratta di una formulazione teorica che rappresenta
ancora oggi uno dei riferimenti più diffusi dei mercati finanziari e che è stata
oggetto di innumerevoli e contrastanti verifiche empiriche.4
Al fine di testare empiricamente la validità del CAPM, riscriviamo il mod-
ello utilizzando gli eccessi di rendimento (excess returns o extra-rendimenti
o premi per il rischio),
ERi = βiERm
dove ERi = E(ri)− rf e ERm = E (rm)− rf . Un modo semplice per testare
la validità del CAPM è stimare con dati time-series una semplice regressione
del tipo
ERi,t = αi + βiERm,t + ui,t, (1.4)
In tale contesto, l’informazione a priori asserisce l’esistenza di una relazione
lineare tra il premio per il rischio del portafoglio di mercato e il premio per
il rischio di una generica attività i o di un portafoglio P . Il coefficiente
βi rappresenta una misura completa del rischio non diversificabile connesso
all’attività i-esima (o ad un generico portafoglio P ). In tale impostazione,
ai fini della validità del modello, l’intercetta (αi) deve quindi risultare non
significativamente diversa da zero, ossia il modello "vero" deve essere
ERi,t = βiERm,t + ui,t, t = 1, ..., N.
E’ quindi necessario verificare, affinchè l’analisi dei dati confermi la va-
lidità del modello, che β sia significativamente diverso da zero e α non sig-
nificativamente diverso da zero: una volta scritto il modello in termini di
extra-rendimenti, non deve esserci la presenza di alcuna intercetta, mentre il
β di mercato deve ovviamente risultare significativo.
Altre componenti di rischio, alternative rispetto al "beta", non dovreb-
bero avere nessuna rilevanza per spiegare l’andamento dei rendimenti dell’attività
i-esima, perchè l’unica forma di rischio ”pagato” dal mercato è il rischio non
4Una critica di notevole importanza è rappresentata dalla critica di Roll : il "vero"
portafoglio di mercato dovrebbe comprendere tutte le attività (ad esempio anche quelle
immobiliari e il capitale umano, ossia il valore attuale dei redditi da lavoro futuri attesi)
e quindi non è osservabile nella realtà dei fatti. Pertanto, il CAPM non può essere diret-
tamente sottoposto a verifica empirica: tutti i test sul CAPM risultano quindi verifiche
congiunte del CAPM e dell’efficienza del portafoglio che si è scelto per approssimare il
portafoglio di mercato.
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diversificabile misurato dal parametro βi. Il rischio non sistematico (elim-
inabile mediante diversificazione) è misurato dal residuo della regressione
(componente stocastica) della relazione (1.4) e non dovrebbe avere alcuna
influenza sul rendimento del titolo, perchè il mercato per il rischio non sis-
tematico non ”paga” alcun premio, in quanto l’investitore razionale può an-
nullare tale rischio attraverso la diversificazione di portafoglio.
Le analisi empiriche presentano un panorama molto diversificato, con
molte conferme e alcune differenze rispetto ai risultati teorici. Da un lato,
infatti, viene confermata l’esistenza di una relazione lineare e positiva tra i
rendimenti e il coefficiente β, che rappresenta quindi un’interessante misura
del rischio. Alcune analisi econometriche hanno però mostrato che vi sono
anche altri fattori di rischio che influenzano il prezzo fissato dal mercato:
ad esempio, la dimensione della società quotata esercita spesso un’influenza
significativa sui rendimenti, e nelle regressioni il termine di intercetta risulta
spesso significativamente diverso da zero, indicando quindi l’esistenza di un
premio per il rischio aggiuntivo rispetto a quello previsto dal modello.
Chapter 2
La Scelta Intertemporale: i
Modelli Consumo-Risparmio
2.1 Introduzione
L’investitore, nel momento in cui risparmia, non fa altro che decidere di
posporre al futuro parte del proprio consumo corrente: possiamo quindi anal-
izzare il problema affrontando congiuntamente le decisioni di consumo (cor-
rente) e di allocazione del risparmio (consumo futuro). L’individuo che de-
cide quanto consumare, quanto risparmiare e come investire tale risparmio,
considera le interrelazioni che esistono fra queste tre decisioni: decide di
risparmiare se ritiene che ci siano possibilità di investimento sufficientemente
remunerative da giustificare il rinvio del consumo al periodo futuro; in altre
parole, compie delle scelte intertemporali.
Il modello della scelta intertemporale, comparso per la prima volta nel
1928 in un lavoro di Ramsey, venne ripreso da alcuni economisti (Cass e
Koopmans) negli anni 60 al fine di colmare una precisa lacuna dei mod-
elli neoclassici: l’esogeneità (o la costanza) della propensione al risparmio.
Infatti in tali modelli, la costanza della propensione al risparmio, e quindi
la connessa natura esogena del consumo e del risparmio, rappresentava una
delle ipotesi fondamentali. Ma a ben vedere tale ipotesi è scarsamente plau-
sibile: il risparmio, infatti, non è altro che il frutto dell’atto degli agenti
economici di posporre il consumo dal presente al futuro. Quindi, coerente-
mente a questa considerazione, il risparmio, in quanto reddito (o ricchezza)
non consumato, costituisce una variabile endogena del modello risultante dal
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processo di scelta allocativa del consumo nel tempo.1 Ed è proprio per tenere
conto dell’endogeneità del risparmio (e del consumo) che Cass (1965) e Koop-
mans (1965) riformulano i modelli neoclassici in un contesto intertemporale,
riprendendo il lavoro pionieristico di Ramsey. La propensione al risparmio,
invece di essere assunta esogena, viene determinata sulla base delle preferenze
intertemporali di un ipotetico consumatore/investitore "rappresentativo".
2.2 Un modello a due periodi
Per familiarizzare con questa tipologia di modelli, consideriamo inizialmente,
a scopo puramente illustrativo, un semplice modello bi-periodale (due soli
periodi). Nel primo periodo il consumatore/investitore deve decidere come
ripartire la propria ricchezza tra consumo corrente e risparmio (consumo fu-
turo) e come allocare il risparmio tra i titoli presenti sul mercato. Nel secondo
periodo viene interamente consumato il risparmio effettuato nel primo peri-
odo, compreso ovviamente il rendimento da esso ottenuto (derivante dalle
attività finanziarie acquistate).2
Nel primo periodo l’individuo possiede una ricchezza, per ipotesi data,
pari a W0, che ripartisce tra consumo corrente C0 e risparmio S0. Avremo
quindi
W0 = C0 + S0
In condizioni di certezza non esiste problema di scelta di portafoglio, perchè
tutti i tassi di rendimento sono uguali a rf , ossia al rendimento del titolo
privo di rischio; la ricchezza nel secondo periodo sarà quindi pari a
W1 = S0(1 + rf) = S0Rf
dove Rf = 1 + rf è il tasso di rendimento lordo (o fattore di rendimento).
Trattandosi di un modello a due periodi, la ricchezza dell’ultimo periodo
coinciderà col consumo del medesimo periodo:
W1 = C1 = S0(1 + rf)
1Cosa si intende per variabile endogena? Si tratta di una variabile che viene determinata
all’interno del modello che descrive il processo di scelta allocativa del consumo (risparmio)
nel tempo.
2E’ evidente che un consumatore perfettamente razionale che vive due periodi,
nell’ultimo periodo consumerà tutta la ricchezza finanziaria a sua disposizione, senza
risparmiare nulla.
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Notiamo che essendo S0 = W11+rf , sfruttando l’uguaglianza W0 = C0 + S0,
abbiamo
W0 = C0 +
W1
1 + rf
⇒ (2.1)
W0 = C0 +
C1
1 + rf
Tale espressione, interpretabile come il vincolo della ricchezza, ci dice
che il valore attuale del consumo presente e futuro deve essere pari alla ric-
chezza iniziale. Prendendo le differenze finite nel vincolo della ricchezza e
considerando che W0 per l’individuo è un dato,3 abbiamo
∆W0 = ∆C0 +
1
1 + rf
∆C1 = 0
⇒ ∆C1
∆C0
= −(1 + rf)
e passando alle differenze infinitesime
dC1
dC0
= −(1 + rf).
L’interpretazione dell’ultima espressione è la seguente: se l’individuo con-
suma 1 euro in meno oggi, il suo consumo futuro potrà aumentare di 1 + rf
euro. Oppure, viceversa, se l’individuo consuma 1 euro in più oggi, il suo
consumo futuro dovrà diminuire di 1 + rf euro.
Per caratterizzare meglio la scelta consumo/risparmio, introduciamo ora
le preferenze individuali, ossia una funzione di utilità che sintetizza le pref-
erenze del nostro consumatore/investitore. Utilizzeremo la seguente formu-
lazione:
U(C0, C1) = U(C0) +
1
1 + δ
U(C1).
Questa particolare forma della funzione di utilità afferma che l’utilità in ogni
periodo dipende solo dal consumo di quel periodo, ma non dal consumo del
periodo successivo (separabilità intertemporale delle preferenze). Osserviamo
che l’utilità totale non è data semplicemente dalla somma delle utilità dei
singoli periodi: l’utilità del secondo periodo viene infatti scontata tramite δ.
3In altre parole, la ricchezza è costante: ciò significa che potremo scrivere dW = 0.
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Tale parametro rappresenta il tasso di sconto soggettivo o tasso di preferenza
intertemporale, e lo assumeremo sempre positivo. Il suo significato è che il
consumo corrente non viene valutato allo stesso modo del consumo futuro:
in termini di utilità, il consumo corrente viene infatti valutato di più; si usa
dire che gli individui sono "impazienti", ossia preferiscono l’oggi al domani.
Se δ fosse nullo avremmo invece una eguale valutazione:
U(C0, C1) = U(C0) + U(C1).
La scelta dell’agente economico tra consumo e risparmio avviene mas-
simizzando la funzione di utilità bi-periodale, subordinatamente al vincolo
della ricchezza. Possiamo riscrivere la (2.1) nel seguente modo:
C1 = (W0 − C0)Rf (2.2)
Sostituendo tale espressione nella funzione di utilità abbiamo:
U = U(C0) +
1
1 + δ
U [(W0 − C0)Rf ]
Massimizzando rispetto a C0 (derivando e uguagliando a zero) otteniamo la
seguente condizione del primo ordine:
U 0(C0)−
1
1 + δ
U 0(C1)(1 + rf) = 0⇒
U 0(C0) =
1 + rf
1 + δ
U 0(C1) (2.3)
La (2.3) afferma che nella posizione di ottimo l’utilità marginale del con-
sumo corrente deve essere uguale all’utilità marginale del risparmio/consumo
futuro ((1 + rf)U 0(C1)), quest’ultima opportunamente scontata al fine di
essere confrontata con quella del consumo corrente. Notiamo che essendo
C1 = (W0 − C0)(1 + rf) = S0(1 + rf), se consideriamo U(C1) e deriviamo,
avremo
dU(C1)
dS0
= U 0(C1)(1 + rf).
Ciò significa che un euro di risparmio oggi produce un’utilità addizionale pari
a U 0(C1)(1+rf) domani. Trattandosi però di un’utilità futura, va sontata ad
un tasso 1
1+δ per poter essere confrontata con l’utilità marginale del cosnumo
corrente U 0(C0).
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Se esplicitiamo la funzione di utilità in forma logaritmica,
U(C) = ln(C)
dalla condizione di ottimo (2.3) e dal vincolo (2.2) possiamo ricavare le
soluzioni ottimali per C0 e C1:
1
C0
=
1 + rf
1 + δ
1
C1
⇒ (2.4)
C0 =
1 + δ
1 + rf
C1
Sostituendo nella (2.2), dopo alcuni semplici passaggi abbiamo il valore otti-
male del consumo futuro,
C∗1 =
1 + rf
2 + δ
W0
e sostituendo tale espressione nella (2.4) otteniamo, infine, il valore ottimale
del consumo corrente:
C∗0 =
1 + δ
2 + δ
W0.
E’ interessante notare che il valore ottimale di consumo corrente e consumo
futuro non è altro che una frazione costante (data da (1+ δ)/(2+ δ) nel caso
di C∗0 e da (1 + rf)/(2 + δ) nel caso di C
∗
1) della ricchezza corrente W0.
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Chapter 3
La Scelta Intertemporale: il
Caso Multi-Periodale
3.1 Introduzione
E’ possibile arricchire ed estendere il modello della scelta intertemporale bi-
periodale, ossia ragionare in un contesto multi-periodale. Avremo poi modo
di vedere che il caso bi-periodale in realtà non è altro che un caso particolare
del più generale modello multi-periodale.
Possiamo indicare con u(Ct) la soddisfazione (utilità) che l’individuo ot-
tiene dal consumo Ct. In ogni istante temporale t, tale consumatore può
decidere di consumare l’intera ricchezza Wt oppure di consumarne solo una
parte Ct e di investire le risorse rimanenti (Wt − Ct) in attività finanziarie,
rinviando quindi al futuro il consumo di tale ammontare di risorse e quello
dei rendimenti che otterrà dall’investimento finanziario.
Il consumatore decide quindi quanto consumare oggi e quanto investire
per consumare in futuro, tenendo conto del suo tasso di preferenza intertem-
porale e del valore atteso del payoff dell’investimento stesso. Il consuma-
tore/investitore rappresentativo fronteggia il seguente problema di massimiz-
zazione intertemporale in un’economia con orizzonte temporale infinito:
Max
Ct
E0
∞X
t=0
βtu(Ct)
s.t Wt+1 = (1 + rt+1)(Wt − Ct)
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dove W è la ricchezza finanziaria dell’individuo, r è il tasso di rendimento
reale relativo ad ogni attività finanziaria rischiosa e le altre variabili hanno
il consueto significato (vedi sopra). La ricchezza iniziale è data. Abbiamo
un certo numero di assets (ad esempio n), e non esiste alcun tipo di reddito
da lavoro: l’unica fonte di reddito (incerta) è di tipo finanziario, ed è cos-
tituita dai dividendi azionari, che vengono interamente consumati (siamo in
un’economia di puro scambio alla Lucas, 1978).
Come già visto, la funzione di utilità uniperiodale u(C) è temporalmente
separabile (additivamente); inoltre soddisfa alcuni requisiti tecnici standard:
è concava, strettamente crescente e differenziabile due volte. Delle stesse
proprietà godrà quindi anche la funzione di utilità multiperiodale.
Sfruttando le tecniche di programmazione dinamica stocastica (oppure
il Lagrangiano “dinamico”) otteniamo la condizione del primo ordine del
problema,1 ossia la condizione fondamentale di equilibrio intertemporale, la
cosiddetta equazione di Eulero:
u0(Ct) = Et
£
β(1 + rit+1)u
0(Ct+1)
¤
(3.1)
Tale condizione intertemporale vale in ogni periodo t e per ogni generica at-
tività finanziaria i (e quindi anche per l’attività riskfree, che fa parte, insieme
alle altre n− 1 attività rischiose, delle n attività finanziarie complessive pre-
senti nell’economia). Potenzialmente abbiamo quindi non una sola equazione,
bensì un set di n equazioni di Eulero. La (3.1) può essere riscritta nel seguente
modo,
Et
∙
βRit+1
u0(Ct+1)
u0(Ct)
¸
= 1 (3.2)
dove Rit+1 = 1 + r
i
t+1 rappresenta il fattore di interesse o rendimento lordo
(reale) dell’i-esima attività finanziaria. Tale equazione, come detto, vale per
ogni attività; in particolare, per l’attività priva di rischio avremo:
Et
∙
βRf
u0(Ct+1)
u0(Ct)
¸
= 1. (3.3)
Con riferimento all’equazione di Eulero per l’i-esima attività rischiosa, pos-
siamo scrivere
Et
£
mt+1Rit+1
¤
= 1 (3.4)
1In questa sede non studieremo tali tecniche di ottimizzazione.
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dove abbiamo posto
mt+1 =
βu0(Ct+1)
u0(Ct)
.
mt+1 rappresenta il cosiddetto fattore di sconto stocastico o Stochastic Dis-
count Factor (SDF). Esso è lo stesso per tutte le attività e viene spesso
indicato anche come pricing kernel : come si nota, esso è dato dal saggio mar-
ginale di sostituzione tra consumo corrente e consumo futuro. L’equazione
(3.4) è il risultato fondamentale del cosiddetto "modello SDF". Elemento
caratterizzante di tale modello è che l’equazione (3.4) si applica ad ogni in-
dividuo: essa non richiede di formulare alcuna speciale ipotesi sulla funzione
di utilità (a parte la separabilità additiva e la concavità) o sulla distribuzione
dei rendimenti. Se invece consideriamo l’esistenza di un agente rappresen-
tativo (cioè ipotizziamo che tutti gli agenti abbiano la stessa funzione di
utilità), allora la condizione (3.4) può essere interpretata come un’equazione
che determina i rendimenti attesi di equilibrio e il "modello SDF" può essere
anche denominato C-CAPM (CAPM basato sul consumo). Nel proseguio
della trattazione, al fine di illustrare una serie di incongruenze tra teoria eco-
nomica ed evidenza empirica, vedremo una versione "esplicita" del C-CAPM,
tramite l’utilizzo di una determinata funzione di utilità; in termini formali,
non lavoreremo quindi con l’SDF mt+1: ma come vedremo, la sostanza delle
cose rimane inalterata.
3.2 Il Consumption based-CAPM (C-CAPM)
Specifichiamo ora la funzione di utilità nella forma di funzione “potenza”
(power utility), o anche forma CRRA (Constant Relative Risk Aversion), una
forma funzionale ampiamente usata in letteratura in quanto caratterizzata
da una serie di convenienti proprietà:
u(C) =
C1−γ
1− γ .
Tale forma funzionale ha soprattutto il pregio di essere "scale-invariant": se
le distribuzioni dei rendimenti sono costanti, al crescere della ricchezza ag-
gregata e delle dimensioni dell’economia, i premi per il rischio non variano.
E la forma power utility è una delle poche specificazioni della funzione di
utilità coerenti con quanto appena detto. Altra qualità molto importante:
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se l’economia è popolata da individui diversi per quanto riguarda la loro ric-
chezza iniziale ma con la stessa funzione di utilità CRRA, allora essi possono
essere aggregati in un unico agente rappresentativo con preferenze descritte
dalla funzione di utilità dei singoli individui.
Con la funzione di utilità sopradescritta avremo u0(C) = C−γ e sos-
tituendo tale espressione nella (3.2) e nella (3.3) otteniamo le due seguenti
equazioni:
βEt
"
Rit+1
µ
Ct+1
Ct
¶−γ#
= 1 (3.5)
βRfEt
"µ
Ct+1
Ct
¶−γ#
= 1 (3.6)
Utilizzando queste due espressioni e facendo un’ipotesi piuttosto restrittiva
sulla distribuzione di probabilità congiunta di consumi e rendimenti, siamo in
grado di discutere le implicazioni empiriche del modello C-CAPM, in partico-
lare l’equity premium puzzle, che all’interno di un framework simile a quello
che stiamo vedendo, fu per la prima volta rilevato daMehra e Prescott (1985).
L’ipotesi restrittiva di cui sopra è la seguente: supponiamo che rendimenti
e consumo abbiano una distribuzione congiunta lognormale e omoschedastica.
Sfruttando il fatto che per una variabile casuale X che ha tale distribuzione
vale la seguente proprietà,
logEt(X) = Et(logX) +
1
2
V art(logX −Et logX),
possiamo riscrivere la (3.5) e la (3.6), dopo essere passati ai logaritmi e dopo
opportuni aggiustamenti, nel modo che segue:2
Etrit+1 = −
σ2i
2
+ δ + γEt(∆ct+1)−
γ2σ2c
2
+ γCov(i, c) (3.7)
rf = δ + γEt(∆ct+1)−
γ2σ2c
2
(3.8)
dove rit+1 = log(R
i
t+1), ct+1 = log(Ct+1), ∆ct+1 = ct+1 − ct, rf = log(Rf), σ2i
è la varianza del rendimento azionario dell’i-esima attività rischiosa, σ2c è la
2In questa sede non siamo interessati ai dettagli della derivazione analitica dei risultati
che seguono. Il lettore interessato può comunque consultare Campbell (2003) oppure Magi
(2004).
3.2. IL CONSUMPTION BASED-CAPM (C-CAPM) 27
varianza del tasso di crescita del consumo, Cov(i, c) è la covarianza tra il tasso
di rendimento dell’i-esima attività rischiosa e il tasso di crescita del consumo
e, per ultimo, δ è la time preference che è contentua nel fattore di sconto
intertemporale β. La (3.7) ci dice in sostanza quali sono le determinanti del
tasso di rendimento atteso rischioso, mentre la (3.8) ci dice la stessa cosa
relativamente al rendimento certo.
Sottraendo la (3.8) dalla (3.7) otteniamo un’espressione formale che ci
definisce l’equity premium:
Etrit+1 − rf +
σ2i
2
= γCov(i, c) (3.9)
Ciò che sta a sinistra di questa equazione è il premio azionario (logarit-
mico) per il rischio, “aggiustato” col termine relativo alla varianza del rendi-
mento azionario, derivante dalla disuguaglianza di Jensen, per tenere conto
del fatto che stiamo lavorando con aspettative di rendimenti logaritmici. Sul
lato destro abbiamo invece il coefficiente di avversione relativa al rischio e
la covarianza tra rendimenti e crescita del consumo: il primo viene spesso
interpretato come il prezzo del rischio, mentre la seconda come la quantità
di rischio derivante dal mercato azionario.
Prima di analizzare alcuni utili esercizi numerici che è possibile condurre
tramite le espressioni derivate sopra, soffermiamoci un po’ sull’equazione
(3.8), la quale ci fornisce informazioni sulla relazione tra la crescita del con-
sumo e il tasso di interesse privo di rischio. I tassi di interesse reali sono
elevati quando la crescita attesa del consumo è elevata. Tassi di interesse re-
ali elevati sono necessari per diminuire il consumo corrente affinchè si risparmi
oggi e si aumenti il consumo futuro. I tassi di interesse sono elevati quando
la time preference δ è elevata (dato Et(∆ct+1)), ossia quando gli agenti eco-
nomici sono impazienti: in tal caso elevati tassi di interesse sono necessari
per incentivare il risparmio e quindi il consumo futuro.
Supponiamo ora che la crescita del consumo sia molto volatile (valori
elevati di σ2c). Considerando allora una data variazione del consumo, quando
esso cala c’è una perdita di utilità maggiore di quanta se ne acquista quando
il consumo aumenta. Quanto più è elevata la volatilità del consumo, tanto
più il consumatore/investitore desidera risparmiare e i tassi di interesse reali
sono spinti verso il basso: si tratta di una forma di risparmio precauzionale.
Infine, notiamo che all’aumentare dell’inclinazione (della curvatura γ) della
funzione di utilità, rf è più reattivo alla crescita del consumo. Se γ = 0 il
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tasso di interesse reale è costante e coincide col tasso di sconto soggettivo
intertemporale δ.
3.2.1 Alcuni paradossi dei mercati finanziari
Vediamo ora alcuni utili esercizi numerici direttamente connessi ad alcune
incongruenze tra teoria economica ed evidenza empirica: si tratta dei cosid-
detti "paradossi" dei mercati finanziari. E’ immediato constatare che, dato
lo spread tra rendimento azionario reale medio atteso e tasso privo di rischio
(circa il 6% per gli USA nel periodo 1889-1978 e il 7% nel periodo 1891-
1998), essendo empiricamente bassa la covarianza tra rendimenti e consumi,
l’unico modo per giustificare l’elevato livello del premio azionario è avere un
prezzo del rischio (γ) molto elevato. Con riferimento agli USA, per il periodo
1889-1978, Mehra-Prescott (1985) raccolgono i dati riportati nella Tabella 1.
Se esplicitiamo la (3.9) per γ,
γ =
Etrit+1 − rf +
σ2i
2
Cov(i, c)
,
e facciamo le opportune sostituzioni utilizzando i dati della Tabella 1, è im-
mediato verificare che otteniamo un valore di γ pari a 33.65: assolutamente
implausibile con una ragionevole parametrizzazione delle preferenze individ-
uali. Si ritiene infatti che valori accettabili del coefficiente di avversione
relativa al rischio siano quelli inferiori a 10, ovviamente positivi (cfr. Mehra-
Prescott, 1985). Molti economisti spostano tale soglia a valori non superiori
a 5. Se ci si basa sulle argomentazioni di Pratt (1964), si dovrebbero consid-
erare solo valori non superiori a 3. In ogni caso, visto il risultato ottenuto
(γ = 33.65), possiamo concludere affermando che la (3.9) è soddisfatta em-
piricamente solo per valori di γ così elevati da essere del tutto inadeguati a
descrivere in maniera accettabile l’atteggiamento dei consumatori/investitori
verso il rischio. Questo appena descritto è il cosiddetto paradosso del premio
per il rischio azionario (equity premium puzzle o equity risk premium puzzle).
Notiamo che l’equity premium puzzle non è un fenomeno solo americano.
Anzi, esso si manifesta a livello internazionale ed è sostanzialmente presente
in tutti i paesi del G7 (cfr. Campbell, 2003 e Kocherlakota, 1996).
Consideriamo ora la (3.8): anche qui emerge un’incongruenza tra teoria
ed evidenza empirica. Infatti, se inseriamo nella (3.8) i valori empirici del
tasso di crescita e della varianza del consumo, e valori plausibili della time
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preference e del coefficiente di avversione al rischio γ, troviamo che il risul-
tante tasso riskfree è molto più elevato di quello effettivamente osservato: si
tratta del cosiddetto "riskfree rate puzzle" (cfr. Weil, 1989). Utilizzando i
dati della Tabella 1 e considerando una valore di δ il più piccolo possibile
tra i valori plausibili, ad esempio 0.01,3 otteniamo un tasso risk-free pari
al 2.7% con γ = 1, 4.3% con γ = 2 e 8.4% con γ = 5. Ovviamente, con
l’aumentare di γ, il termine quadratico sul lato destro della (3.8) tende a
dominare il termine legato al tasso di crescita del consumo, facendo quindi
diminuire rf . Questo significa che se inseriamo valori dell’avversione al rischio
particolarmente elevati, ma assolutamente inadatti a descrivere le preferenze
individuali, è possibile replicare il tasso d’interesse osservato empiricamente:
un valore di γ pari a 28.3 fornisce esattamente rf = 1% (che è l’effettivo
valore osservato del tasso d’interesse reale). Del resto, se inseriamo valori
ragionevoli di γ, solo con un‘implausibile time preference negativa è possibile
riconciliare la (3.8) con l’evidenza empirica: il "riskfree rate puzzle" risulta
così confermato anche in questo modo.
Soffermiamoci ancora un poco sull’equazione (3.8). In tale equazione
è insito un meccanismo, appena visto, piuttosto importante nei modelli
di scelta intertemporale. Un aumento dell’avversione relativa al rischio,
nell’ambito di valori “ragionevoli” e quindi non eccessivamente elevati, im-
plica un aumento del tasso d’interesse. L’effetto del secondo termine del
lato destro dell’equazione (che riflette la sostituzione intertemporale del con-
sumo) prevale sul terzo termine (che riflette il risparmio a fini precauzionali).
Non tragga in inganno il fatto che un aumento di γ, innalzando l’avversione
al rischio dell’investitore, induce all’acquisto di attività finanziarie risk-free
(risparmio precauzionale), con il conseguente aumento dei loro prezzi e la
diminuzione dei relativi tassi d’interesse. Per valori plausibili di γ, l’effetto
legato alla crescita del consumo corrente è in grado di controbilanciare le
cose, comportando, come effetto finale, un aumento del tasso risk-free.
Vediamo ora brevemente i due paradossi con riferimento al Caso Italiano,
con dati tratti da Campbell (2003): si veda, con riferimento al periodo 1971-
1998, la Tabella 2. Come fatto in precedenza, usiamo le equazioni (3.8)
e (3.9) per testare la presenza dei due paradossi. Prima di passare a tale
operazione, guardando i dati, possiamo però notare immediatamente alcune
3In maniera tale che β sia uguale a 0.99, o comunque che non superi 1. Si tratta di
un’ipotesi standard della letteratura macroeconomica circa il tasso di sconto intertempo-
rale.
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marcate differenze con gli USA. In Italia il rendimento azionario medio è
nettamente più basso, il tasso riskfree è simile (di un punto percentuale più
alto con dati Mehra-Prescott, 1985), la covarianza tra rendimenti azionari e
consumo è quasi nulla (anzi, impercettibilmente negativa); stessa cosa dicasi
per la volatilità del consumo, prossima allo zero, mentre il tasso di crescita
del consumo è di poco superiore a quello USA. E’ interessante notare invece
come la volatilità dei rendimenti azionari sia in Italia non di poco superiore
a quella americana.
Sostituendo i dati della Tabella 2 nell’equazione (3.9) esplicitata per γ
abbiamo:
γ =
(0.032− 0.024) + 0.0731/2
−0.000151 =
0.04455
−0.000151 = −295 < 0
Otteniamo quindi un valore addirittura negativo. Questo succede ad esempio
anche per Francia e Svizzera (cfr. Campbell, 2003). Notiamo che in Italia il
premio per il rischio, senza tenere conto del termine di aggiustamento cos-
tituito dalla varianza azionaria, sarebbe esiguo: 0.8%. Ma opportunamente
aggiustato con la metà della volatilità dei rendimenti azionari, arriva ad es-
sere il 4.45%, contro il 6.9% - 7.3% degli USA (a seconda che si usino i dati
della Tabella 1 o della Tabella 2). E’ poi evidente che all’ottenimento di un
valore così elevato di γ contribuisce enormemente il valore prossimo allo zero
della covarianza tra rendimenti e consumi.
Vediamo ora il risk-free rate puzzle. Se prendiamo γ = 5 e δ = 0.01, dalla
(3.8) otteniamo,
rf = 0.01 + 5(0.022)−
52(0.00029)
2
= 0.1164⇒ rf = 11.64%,
un valore troppo elevato per replicare il tasso reale a breve italiano nel periodo
1971-1998, pari al 2.4%.
Chapter 4
Arbitraggio e Prezzi delle
Attività: il Modelllo APT
4.1 Introduzione
L’analisi statistica dei prezzi delle attività finanziarie ha storicamente messo
in evidenza che quando il mercato registra un andamento positivo, anche la
maggior parte delle azioni registra un andamento simile; tale evidenza em-
pirica legittima l’ipotesi che esistano fattori comuni di rischio che influenzino
i prezzi e i rendimenti delle diverse attività finanziarie. Il modello CAPM
identifica un unico fattore che determina l’andamento dei rendimenti: il ris-
chio sistematico non diversificabile (catturato dal β di mercato). Nelle analisi
empiriche si nota, tuttavia, che esistono gruppi di azioni (azioni industriali,
utilities, azioni tecnologiche, ecc.) i cui prezzi tendono a muoversi nello stesso
modo, facendo quindi intuire che esistono fattori di rischio che attengono a
singoli titoli o a gruppi di titoli, e che ne influenzano i prezzi. Partendo da
queste osservazioni empiriche, Ross (1976) ha elaborato un modello di as-
set pricing, definito Arbitrage Pricing Theory (APT), che tenta in maniera
coerente di spiegare la tendenza dei prezzi a muoversi seguendo percorsi ap-
parentemente comuni.
La moderna teoria della finanza degli ultimi tre decenni è stata formu-
lata sulla base del principio dell’assenza di opportunità di arbitraggio, ossia
sull’assenza della possibilità di effettuare scambi che hanno un costo nullo
ma che forniscono profitti positivi. Il punto importante è che qualunque
agente economico perfettamente razionale, preferendo un livello di ricchezza
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maggiore ad uno minore, sfrutterebbe immediatamente queste opportunità
qualora si presentassero sui mercati. Quindi, in equilibrio, tali opportunità
non possono sussistere.
L’idea di fondo dell’APT è infatti quella che sul mercato non possano
esistere opportunità di arbitraggio e quindi che i prezzi (e i rendimenti) di
ogni attività finanziaria dipendano dalla loro covarianza con i fattori di rischio
sistematico (comuni a più titoli), mentre il rischio specifico (o idiosincratico)
di ciascun titolo non è rilevante (e in quanto tale non prezzato dal mercato)
perchè può essere ”eliminato” attraverso la diversificazione di portafoglio.
Ma vediamo in maggior dettaglio le basi teoriche dell’APT.
4.2 Arbitraggio e certezza
Assumiamo come punto di riferimento la "nostra" semplice economia bi-
periodale già vista discutendo la scelta intertemporale consumo/risparmio.
Nel primo periodo il consumatore/investitore "rappresentativo” deve de-
cidere come ripartire la propria ricchezza tra consumo corrente e risparmio
(consumo futuro) e come allocare il risparmio tra i titoli presenti sul mercato.
Nel secondo periodo viene interamente consumato il risparmio effettuato nel
primo periodo, compreso ovviamente il rendimento da esso ottenuto. Sup-
poniamo che esista un titolo privo di rischio (risk-free), ad esempio un titolo
di Stato: come al solito, indichiamo tale titolo con il suffisso f . Supponi-
amo che il prezzo corrente che occorre pagare per acquistare una unità del
titolo privo di rischio sia pari ad 1 euro. Tale titolo garantisce con certezza
nel periodo successivo un rendimento complessivo (al lordo del capitale in-
iziale) pari a Rf,t+1, cosicchè il suo tasso di rendimento netto futuro è pari
a rf,t+1 ≡ Rf,t+1 − 1. Consideriamo ora la generica attività finanziaria i (ad
esempio un’azione). Sia il suo prezzo corrente Pi,t. In condizioni di certezza
conosceremo anche il valore che il titolo assumerà nel periodo successivo: sia
esso Pi,t+1 (comprensivo anche di eventuali dividendi). Il rendimento totale
del titolo i sarà quindi Pi,t+1− Pi,t e il relativo tasso di rendimento sarà pari
a
ri,t+1 =
Pi,t+1 − Pi,t
Pi,t
⇒ (1 + ri,t+1) ≡ Ri,t+1 =
Pi,t+1
Pi,t
(4.1)
dove Ri,t+1 indica il rendimento totale lordo (o fattore di rendimento) per
ogni euro investito nel titolo i.
Supponiamo ora che Ri,t+1 > Rf,t+1: può persistere questa situazione
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in equilibrio? Un investitore preferirebbe acquistare il titolo i piuttosto che
il titolo non rischioso perchè sa con certezza che il rendimento del primo
è più elevato. L’aumento della domanda del titolo i ne farebbe crescere il
prezzo Pi,t, con una conseguente diminuzione di Ri,t+1, fino al punto in cui i
due rendimenti non siano uguali, Ri,t+1 = Rf,t+1. Notiamo che l’unica cosa
che è richiesta affinchè ciò avvenga è che l’agente economico preferisca un
ammontare maggiore di ricchezza ad uno minore.1
In un contesto di certezza possiamo quindi affermare che esiste un’opportunità
di arbitraggio se è possibile effettuare un investimento a costo nullo tale da
comportare un profitto positivo. Se indichiamo conDi eDf le unità scambiate
dei due titoli, un investimento ha costo nullo se
Pi,tDi +Df = 0, (4.2)
ossia se è possibile finanziare l’acquisto di un titolo vendendo (allo scoperto)
l’altro. Un profitto positivo nel secondo periodo significa invece che
Pi,t+1Di +Rf,t+1Df > 0. (4.3)
Vediamo le cose in maggior dettaglio. Ipotizziamo che Ri,t+1 > Rf,t+1 e
verifichiamo che le due precedenti condizioni sono soddisfatte, cosicchè esiste
un’opportunità di arbitraggio. Vendendo allo scoperto il titolo f per Df
unità possiamo indebitarci per Df euro;2 contemporaneamente acquistiamo
Di unità del titolo i per un importo pari a Pi,tDi euro. Se indichiamo la
prima operazione con il segno ”-” (si tratta di un debito) e la seconda col
segno ”+” (acquisto di un’attività), otteniamo
−Df = Pi,tDi ⇒ Pi,tDi +Df = 0
da cui segue che Df = −Pi,tDi. Sostituendo tale espressione nella (4.3) e
tenendo presente che Pi,t+1 = Ri,t+1Pi,t abbiamo
Pi,t+1Di +Rf,t+1(−Pi,tDi) > 0⇒ (4.4)
(Ri,t+1Pi,t)Di −Rf,t+1Pi,tDi > 0⇒
Pi,tDi(Ri,t+1 −Rf,t+1) > 0.
1Si tratta dell’ipotesi di non-sazietà delle preferenze dell’agente economico. Per ap-
profondimenti è possibile consultare qualunque testo introduttivo di Microeconomia (ad
esempio H. Varian, Microeconomia, Cafoscarina, Venezia).
2Ricordiamo che, nel primo periodo, una unità del titolo privo di rischio (il titolo f)
costa, per ipotesi, 1 euro.
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Risulta così verificato che nel secondo periodo il profitto è positivo solo se
Ri,t+1 > Rf,t+1 (Pi,tDi è positivo per definizione, trattandosi della quantità
acquistata del titolo i e del suo prezzo unitario), ossia solo se esistono oppor-
tunità di arbitraggio.
Ci sono due conseguenze importanti che derivano dal fatto che in equi-
librio deve valere la condizione Ri,t+1 = Rf,t+1. La prima, piuttosto ovvia,
è che avremo un unico tasso di rendimento (e un unico prezzo) per tutte le
attività finanziarie: si tratta della cosiddetta Legge del Prezzo Unico. Non
avremo quindi nessun problema di portafoglio, dato che tutte le attività
sono identiche per quanto concerne i rendimenti. La seconda conseguenza
riguarda l’esistenza della soluzione del problema di scelta intertemporale
consumo/risparmio: questo perchè se la (4.4) fosse verificata come disug-
uaglianza (Ri,t+1 > Rf,t+1), la ricchezza individuale risulterebbe illimitata.
L’investitore potrebbe infatti accrescere senza limite la scala delle proprie op-
erazioni finanziarie, e quindi i propri profitti, semplicemente aumentando Di.
Ma in tal caso il problema di scelta tra consumo corrente e consumo futuro
risulterebbe privo di senso e senza soluzione, perchè l’individuo potrebbe au-
mentare entrambi illimitatamente. L’assenza di arbitraggio costituisce perciò
una condizione necessaria per l’esistenza di una soluzione "finita" del prob-
lema di scelta intertemporale.
4.3 Arbitraggio e incertezza
Quando passiamo ad una situazione di incertezza occorre riformulare la con-
dizione di assenza di arbitraggio per tenere conto del fatto che possono ver-
ificarsi una molteplicità di stati del mondo. Uno stato del mondo non è
altro che uno stato di natura che si verifica con una determinata probabil-
ità. Ad esempio il titolo A può avere un certo rendimento (positivo) se si
verificano determinati eventi (che influenzano direttamente o indirettamente
l’andamento dell’economia e dei mercati finanziari), oppure un altro rendi-
mento (negativo) se si verificano altri eventi (una recessione dell’economia,
una catastrofe climatica, un attacco terroristico, ecc.).
Cominciamo verificando che la condizione di non arbitraggio implica,
come nel caso di certezza, che un titolo non può essere dominante in termini
di rendimento. Indicheremo il rendimento lordo di un titolo con Ris = 1+ris,
ossia rendimento del titolo i nello stato del mondo s. Supponiamo l’esistenza
di due stati del mondo e due soli titoli: il primo titolo avrà rendimenti R11
4.3. ARBITRAGGIO E INCERTEZZA 35
e R12, il secondo R21 e R22.3 E’ evidente che il titolo 1 domina il titolo 2 se
ha un rendimento maggiore o almeno uguale in entrambi gli stati del mondo.
Ad esempio, se
R11 > R21 e R12 = R22
possiamo affermare che il titolo 1 domina, in termini di rendimento, il titolo 2;
ed è possibile mostrare che questa situazione di dominanza non è compatibile
con l’assenza di arbitraggio. In altre parole, se si ha dominanza si ha anche
un’opportunità di arbitraggio, ed è quindi possibile effettuare un investimento
a costo nullo (P1,tD1 + P2,tD2 = 0)4 conseguendo un profitto y positivo in
almeno uno stato del mondo:
y1 = P11,t+1D1 + P21,t+1D2 > 0 (4.5)
y2 = P12,t+1D1 + P22,t+1D2 = 0
Procediamo nello stesso modo visto per il caso di certezza. Supponiamo
che sia vera la relazione di cui sopra (il titolo 1 domina il titolo 2). Vendiamo
allo scoperto il titolo che rende di meno e acquistiamo quello che rende di
più: vendiamo quindi D2 unità del titolo 2, indebitandoci per P2,tD2 euro,
e acquistiamo con il ricavato D1 unità del titolo 1 spendendo P1,tD1 euro.
Indicando la prima operazione con segno negativo e la seconda con segno
positivo, abbiamo
−P2,tD2 = P1,tD1 ⇒ D2 = −
P1,t
P2,t
D1
Sostituendo tale espressione nella (4.5) e ricordando che, in generale,
Ris,t+1 =
Pis,t+1
Pi,t
,
dopo alcuni semplici passaggi algebrici, otteniamo:
y1 = D1P1,t(R11,t+1 −R21,t+1) > 0
y2 = D1P1,t(R12,t+1 −R22,t+1) = 0.
3Nei rendimenti non compare l’indice temporale, ma è ovvio che essi fanno riferimento
al periodo futuro (al secondo periodo). D’ora in avanti ometteremo quasi sempre l’indice
temporale relativo al periodo futuro t+ 1.
4D1 e D2 sono, in analogia col precedente paragrafo, le unità acquistate dei due titoli.
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Risultano così verificate le (4.5). Quindi, poichè esiste un’opportunità di
arbitraggio, la domanda di attività finanziarie si sposterà dal titolo 2 al titolo
1, facendo aumentare il prezzo della prima attività, P1,t, e diminuire P2,t, fino
a quando nessun titolo risulterà più dominante. Una situazione compatibile
con l’assenza di arbitraggio è quindi, ad esempio, la seguente
R11 > R21 e R12 < R22,
dove il titolo 1 rende più del titolo 2 nel primo stato del mondo, ma rende
meno nel secondo stato.
4.4 Il modello APT
Nell’ambito di una semplice economia caratterizzata daN attività finanziarie,
di cui una sola risk-free ed N − 1 rischiose, la relazione tra il rendimento del
titolo privo di rischio e i rendimenti dei titoli rischiosi può essere analizzata
attraverso il modello APT (Arbitrage Pricing Theory). L’idea di fondo di
tale modello è piuttosto semplice. Si suppone che il rendimento delle attività
rischiose sia generato da:
1) alcuni fattori di rischio comuni a tutte le attività finanziarie, come ad
esempio il tasso di crescita del PIL, l’andamento dell’inflazione, le variazioni
dell’indice di borsa o qualsiasi altro fattore che possa influenzare il rendimento
dei titoli. Per semplicità possiamo supporre che questi fattori siano soltanto
due. Indicheremo tali fattori con fj, j = 1, 2. Questi fattori di rischio sono
variabili casuali, con una certa distribuzione di probabilità. Le ipotesi sono
che i fattori in questione abbiano media nulla, varianza unitaria e che siano
tra loro indipendenti:
E(fj) = 0, σ2j ≡ E(f2j ) = 1, E(f1f2) = 0.
Notiamo che le prime due ipotesi si giustificano per motivi di pura comodità
analitica, mentre la terza ipotesi implica che ciascuno dei fattori contribuisca
in maniera autonoma alla spiegazione dei rendimenti dei titoli. Se infatti i due
fattori di rischio fossero tra loro correlati, sarebbe potenzialmente possibile
analizzare il loro impatto sui rendimenti anche solo analizzando gli effetti di
uno di essi.
2) un elemento di rischio che è specifico di ogni attività finanziaria: si
tratta del cosiddetto rischio idiosincratico. Indicheremo questa variabile ca-
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suale con εi, i = 1, 2, ...N, dove N rappresenta il numero delle attività fi-
nanziarie. Nel modello APT queste variabili casuali hanno media nulla, sono
indipendenti dai fattori di rischio fj e sono anche indipendenti tra loro:
E(εi) = 0, E(εifj) = 0, E(εiεj) = 0, i 6= j.
Le due componenti di rischio appena descritte vengono combinate linear-
mente nell’APT al fine di spiegare il rendimento dell’attività i nello stato del
mondo s:
Ris = ai + bif1 + cif2 + εi, i = 1, 2, ....N
dove ai, bi e ci sono delle costanti. Se prendiamo il valore atteso della prece-
dente espressione otteniamo
E(Ris) ≡ µi = ai
dato che il valore atteso delle due componenti di rischio è nullo. E’ quindi
possibile riscrivere il modello APT nel seguente modo,
Ris = µi + bif1 + cif2 + εi, i = 1, 2, ....N.
4.4.1 Il premio per il rischio
Per comprendere nei dettagli l’intuizione di fondo del modello APT, è utile
prenderne in considerazione alcune versioni particolari. Supponiamo che il
rischio idiosincratico εi sia nullo e che esista un solo fattore di rischio, f .
Avremo,
Ris = µi + bif, i = 1, 2, ....N ; (4.6)
in questa espressione bi ha un’interpretazione piuttosto semplice: rappresenta
lo scarto quadratico medio (o deviazione standard) del titolo i. Se infatti
scriviamo
Ris − µi = bif,
elevando al quadrato entrambi i lati e prendendo poi l’aspettativa, otteniamo
σ2i = b
2
iE(f
2) = b2i ⇒ σ2i = b2i ⇒ σi = bi.
Possiamo quindi riscrivere la (4.6) come segue:
Ris = µi + σif, i = 1, 2, ...N.
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Consideriamo ora due attività finanziarie, il titolo 1 e il titolo 2, e costru-
iamo un portafoglio investendo una quota α della ricchezza nel primo titolo
e la quota residua (1− α) nel secondo titolo. In base all’APT il rendimento
(lordo) di tale portafoglio, Rps, sarà
Rps = αR1s + (1− α)R2s
= α(µ1 + σ1f) + (1− α)(µ2 + σ2f)
= [αµ1 + (1− α)µ2] + [ασ1 + (1− α)σ2]f
e se scegliamo α in modo tale che il secondo termine in parentesi quadre sia
nullo,5 il rendimento del portafoglio sarà privo di rischio e, per la condizione
di assenza di arbitraggio, sarà anche uguale al rendimento risk-free Rf ,
Rps = αµ1 + (1− α)µ2 = Rf . (4.7)
Se il rischio è nullo ciò significa che
ασ1 + (1− α)σ2 = 0⇒ α∗ =
σ2
σ2 − σ1
e sostituendo tale espressione nell’equazione (4.7) abbiamo:
Rps = Rf = [
σ2
σ2 − σ1
µ1 + (1−
σ2
σ2 − σ1
)µ2]
⇒ Rf =
σ2
σ2 − σ1
µ1 −
σ1
σ2 − σ1
µ2
Riordinando i termini abbiamo
σ2µ1 − σ1µ2 = σ2Rf − σ1Rf ⇒
σ2(µ1 −Rf) = σ1(µ2 −Rf)
e dopo qualche altro semplice passaggio algebrico,
µ1 −Rf
σ1
=
µ2 −Rf
σ2
≡ π (4.8)
ovvero,
µ1 −Rf = σ1π, µ2 −Rf = σ2π (4.9)
La (4.8) definisce il cosiddetto premio per unità di rischio. Tale condizione ci
dice che in equilibrio, per l’assenza di arbitraggio, le due attività finanziarie
devono fornire lo stesso premio per unità di rischio π.
5L’idea è quella di scegliere α al fine di minimizzare il rischio: ovviamente l’optimum è
avere rischio nullo, cosa quasi mai possibile.
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4.4.2 Il rischio idiosincratico
Possiamo quindi riassumere quanto detto fin qui dicendo che, in assenza
di rischio idiosincratico, è possibile costruire dei portafogli privi di rischio.
Attraverso questi portafogli si possono definire dei premi per il rischio e
i relativi premi unitari (i π), che mostrano quale deve essere l’eccesso del
rendimento atteso di ciascun titolo rispetto al rendimento privo di rischio
affinchè non vi siano opportunità di arbitraggio, ovvero quale deve essere il
rendimento atteso del titolo in equilibrio.
Ad esempio, nel caso più semplice di un solo fattore di rischio, f , il
rendimento atteso dell’attività finanziaria i è dato da (vedi le (4.9)):
µi = Rf + πσi.
Questo però vale se non c’è un elemento di rischio specifico per ogni titolo.
Se abbandoniamo tale ipotesi, esiste ancora la possibilità di comporre un
portafoglio non rischioso? Vediamo.
Costruiamo un portafoglio con N titoli. Il rendimento di tale portafoglio
nello stato s sarà
Rps =
nX
i=1
αiµi + f1
nX
i=1
αibi + f2
nX
i=1
αici +
nX
i=1
αiεi
Questa relazione è simile a quelle viste precedentemente, a meno dell’ultimo
termine,
nP
i=1
αiεi, che rappresenta una media degli εi. Se N è molto grande
e se per gli εi valgono le ipotesi sopra menzionate (gli εi sono indipendenti
tra loro e indipendenti dai fattori di rischio f1 e f2), possiamo invocare la
Legge dei Grandi Numeri per affermare che questa media tende al suo valore
teorico, E(εi), che è per ipotesi nullo. In altre parole, in un portafoglio suffi-
cientemente diversificato, il rischio idiosincratico tende a scomparire. Se così
è, ossia se il contributo del termine
nP
i=1
αiεi è trascurabile, allora dalla prece-
dente espressione possiamo ricavare un portafoglio non rischioso e dedurre
delle relazioni, tra rendimenti attesi e Rf , analoghe a quelle viste sopra.
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Figura 1 – Portafogli efficienti e portafogli di minima varianza (solo titoli rischiosi) 
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Figura 2 – La frontiera dei portafogli efficienti con un titolo riskfree 
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Tabella 1 
 Tassi Varianze/Covarianze 
  i
tt rE 1+             fr                   1+∆ tc  
i
tt rE 1+  0.070 0.0274        0.00104           0.00219 
fr  0.010 0.00104      0.00308         -0.000193 
1+∆ tc  0.018 0.00219    -0.000193          0.00127    
Tabella riadattata da Kocherlakota (1996) 
 
 
 
 
 
 
 
 
Tabella 2 
 Tassi Varianze/Covarianze 
  i
tt rE 1+             fr                    1+∆ tc  
i
tt rE 1+  0.032 0.0731                    
fr  0.024                    0.00081          
1+∆ tc  0.022 -0.000151                            0.00029   
Riadattata con dati tratti da Campbell (2003) 
